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Optimización no restringida

Los métodos para los problemas de optimización no restringida

pueden ser clasi�cados en basados en gradiente y basados en

no-gradiente. Como su nombre lo indica, los métodos basados en

gradiente requieren la información del gradiente para determinar la

dirección de búsqueda. Los métodos basados en gradiente son: El

paso más descendente, Davidon-Fletcher-Powell (DFP),

Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS), Newton, y

Levenberg-Marquardt.
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Optimización no restringida

La dirección de búsqueda por estos métodos usan la información, la

Hessian o combinación de estas. Algunos métodos usan una

aproximación de la matrix Hessiana. Una vez identi�cada la

dirección, se necesita evaluar cuanto se mueve en esa dirección para

minimizar la función. Este es un problema unidimensional.
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Optimización no restringida
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Introducción

Para una función de una sola variable, se sabe que la derivada de la

función se desvanece en el óptimo y la segunda derivada de la

función es mayor que cero en el mínimo de la función. Lo mismo se

puede extender a una función multivariable. Las condiciones

necesarias para que x∗ sea un mínimo son que

∇f (x∗) = 0

y xTHx sea positiva de�nida (xTHx > 0). Para asegurar esto, los

eigenvalores de H debe ser positivos.
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Introducción

Encuentre el valor óptimo de la función, determine si la matriz

hessiana es de�nida positiva, gra�que en matlab las funciones.

1 f (x) = x2
1

+ x2
2
− 2x1 gra�quela con 5− < x1 < 5 y

5− < x2 < 5

2 f (x) = x2
1
− x2

2
gra�quela con 5− < x1 < 5 y 5− < x2 < 5
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Introducción

La búsqueda unidireccional se re�ere a minimizar el valor de una

función multivariable en una dirección especí�ca. Por ejemplo, si xi
es el punto de inicio inicial de las variables de diseño para minimizar

una función multivariable y Si es la dirección de búsqueda, entonces

necesitamos determinar una cantidad escalar α tal que la función

f (α) = xi + αSi

sea minimizada. El valor de α en el que esta función alcanza un

mínimo es dado por α∗. Este es un problema de optimización

unidimensional y podemos usar la técnica de la sección dorada para

minimizar esta función.
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Problema de prueba

Dos resortes de longitud unitaria, con rigidez k1 y k1, están unidos

en el origen. Los otros extremos están �jados en una pared
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Problema de prueba

Al aplicar una fuerza, el sistema de resorte se desviará a una

posición de equilibrio, que estamos interesados en determinar. El

potencial del sistema de resorte está dado por

U = k1

(√
x2
1

+ (x2 + 1)2 − 1

)2

+ k2

(√
x2
1

+ (x2 + 1)2 − 1

)2

− (Fx1x1 + Fx2x2)
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Problema de prueba

U = k1

(√
x2
1

+ (x2 + 1)2 − 1

)2

+ k2

(√
x2
1

+ (x2 + 1)2 − 1

)2

− (Fx1x1 + Fx2x2)

donde (Fx1 ,Fx2) es la fuerza aplicada en el origen debido a la cual

mueve su position a (x1, x2). Asumiendo que k1 = 100N/m,

k2 = 90N/m, y (Fx1 ,Fx2) = (20, 40), la meta es evaluar (x1, x2) de

tal manera que U sea minimizada.
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Problema de prueba

Minimum Potential = −7.3529 occurs at x1 = 0.5, x2 = 0
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Derivadas

La primera y segunda derivadas se pueden calcular utilizando la

fórmula de diferencia central como dada a continuación.

MCPI Optimización no restringida 12 / 36



Métodos basados en gradiente

Método del descenso más pronunciado, DFP, BFGS, Newton y

Levenberg-Marquardt. El método de dirección conjugada de Powell

es de búsqueda directa. La e�ciencia de los métodos de solución se

puede medir por tres criterios:

1 Número de funciones a evaluar

2 Tiempo computacional

3 Tasa de convergencia. Con esto nos referimos a la rapidez con

que la secuencia xi , xi+1, . . . converge a x∗. La tasa de

convergencia está dada por el parámetro n en la ecuación.
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Tasa de convergencia

||xi+1 − x∗||
||xi − x∗||n

≤ c, c ≥ 0, n ≥ 0

Para n = 1 y 0 ≤ c ≤ 1 el método tiene una convergencia lineal.

Para n=2, el método tiene un convergencia cuadrática.

Cuanto mayor es la tasa de convergencia, el método de

optimización es mejor.

Un método tiene una convergencia superlineal si

ĺım
i→∞

(
||xi+1 − x∗||
||xi − x∗||n

)
≤ c , c ≥ 0, n ≥ 0
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Método del descenso más pronunciado

La dirección de búsqueda Si que reduce el valor de la función es

una dirección de descenso. A lo largo de la dirección del gradiente,

existe el cambio máximo en el valor de la función. Así, a lo largo de

la dirección negativa del gradiente, el valor de la función es el que

más disminuye. La dirección negativa del gradiente se denomina la

dirección de descenso más pronunciada. Es decir

Si = −∇f (xi )
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Método del descenso más pronunciado

En iteraciones sucesivas, las variables de diseño pueden actualizarse

usando la ecuación

xi+1 = xi − α∇f (xi )

donde α es un parámetro escalar positivo que se puede determinar

utilizando el algoritmo de búsqueda de lineal, como el método de la

sección dorada.
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Método del descenso más pronunciado

El método de descenso más pronunciado garantiza una reducción

en el valor de la función en cada iteración. Si el punto de inicio está

lejos del mínimo, el gradiente será mayor y la reducción de la

función se maximizará en cada iteración. Debido a que el valor de

gradiente de la función cambia y disminuye a un valor pequeño

cerca del óptimo, la reducción de la función es desigual y el método

se vuelve lento (convergencia lenta) cerca del mínimo. Por lo tanto,

el método se puede utilizar como iniciador para otros algoritmos

basados en gradientes.
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Método del descenso más pronunciado
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Convergencia del problema de prueba
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Convergencia del problema de prueba
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Método de Newton

La dirección de búsqueda en este método se basa en la información

de la primera y segunda derivada y está dada por:

Si = −[H]−1∇f (xi )

donde [H] es la matriz Hessian. Si la matriz es positiva de�nida,

entonces Si será en dirección descendente.
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Método de Newton

Características

• Si el punto inicial esta lejos de óptimo, la dirección de la

búsqueda no siempre es descendente.

• Frecuentemente un reinicio es requerido con un diferente

punto de inicio.

• Aunque el método de Newton es conocido por converger en

una sola iteración para una función cuadrática, rara vez

encontramos funciones en problemas prácticos que son

cuadráticos.

• Este método es frecuentemente usado como método híbrido en

conjunto con otros métodos.
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Método de Newton

El método es similar al método de Newton 1D con una

modi�cación que se realiza una búsqueda con dirección Si .
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Método de Newton

Ejecutando el algoritmo con un punto inicial x(−3, 2)
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Método de Newton

Ejecutando el algoritmo con un punto inicial x(1, 1)
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Método de Newton Modi�cado

Este método es similar al método de Newton, con la modi�cación

que la búsqueda se realiza unidireccionalmente, en la dirección Si
del método de Newton.
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Método de Newton Modi�cado

Ejecuntando el método de Newton modi�cado con un punto incial

x(−3, 2)
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Método Levenberg-Marquardt

El método del paso más descendente se acerca al mínimo en muy

pocas iteraciones cuando el punto esta lejos del mínimo, sin

embargo si esta cerca el método se vuelve lento. Y por el contrario,

el Mpetodo de Newton se aproxima muy rápido al mínimo cuando

esta cerca de el y cuando esta lejos es lento o incluso puede no

converger.
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Método Levenberg-Marquardt

El método de Levenberg-Marquardt es un tipo de método híbrido

que combina la fuerza del descenso más rápido y el método de

Newton. La dirección de búsqueda en este método está dada por

Si = −[H + λI ]−1∇f (xi )

donde I es una matriz de identidad y λ es un escalar que se

establece en un valor alto al comienzo del algoritmo
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Método Levenberg-Marquardt

Características

• El valor de λ se altera durante cada iteración dependiendo de

si el valor de la función está disminuyendo o no

• Si el valor de la función disminuye en la iteración, λ disminuye

en un factor (menos ponderación en la dirección de descenso

más pronunciado)

• Si el valor de la función aumenta en la iteración, λ aumenta en

un factor (más ponderación en la dirección de descenso más

pronunciada).
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Método Levenberg-Marquardt
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Método gradiente conjunado Fletcher-Reeves

El método de gradiente conjugado es un método de primer orden,

pero tiene la propiedad de la convergencia cuadrática y, por lo

tanto, tiene una ventaja signi�cativa sobre los métodos de segundo

orden. Se dice que dos direcciones, S1 y S2, se conjugan si

ST
1 HS2 = 0

donde H es una matriz simétrica.

MCPI Optimización no restringida 32 / 36



Método gradiente conjunado Fletcher-Reeves

Las direcciones ortogonales son direcciones conjugadas. Iniciando

en el punto x1a, La dirección de búsqueda S1 resulta en el punto

mínimo x∗a . Similarmente, iniciando en el punto x1b. El resultado de

la búsqueda en dirección S1 en el punto mínimo x∗b . La linea que

une x∗a y x∗b es la búsqueda de dirección S2, entonces S1 y S2 son

direcciones conjugadas.
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Método gradiente conjunado Fletcher-Reeves

El método del paso más descendente fue modi�cado por Fletcher y

Reeves en el método del gradiente conjugado. Iniciando con la

dirección de búsqueda

S1 = −∇f (x1)

y subsecuentemente la dirección de búsqueda es tomado como

combinanción lineal de S1 y −∇f (x2). Eso es

S2 = −∇f (x2) + αS1
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Método gradiente conjunado Fletcher-Reeves

Usando la propiedad de ST
1
HS2 = 0 de las direcciones conjugadas,

α puede ser evaluada con

α =
||∇f (xi+1)||2

||∇f (xi )||2

Iniciando con S1 = −∇f (x1), la dirección de búsqueda en cada

iteración es calculada usando la ecuación

Si+1 = −∇f (xi ) +
||∇f (xi+1)||2

||∇f (xi )||2
Si
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Método gradiente conjunado Fletcher-Reeves
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